Matematika A3 - 1. ZH

Definicidk és tételek (1-5. hét)

1. hét — Kombinatorika

1.0.1 Definicié Egymastol paronként kiilonboz6 a;, a,, ..., a, elemek egy lehetséges sorrendjét az
a;,a,,...,a, elemek egy ismétlés nélklili permutdcidjdnak nevezziik.

1.0.2 Tétel Ha P, jeldli paronként kiildnbdzé n elem dsszes ismétlés nélkiili permutacidinak szamat,
akkor P,=n!.

1.0.4 Definicié Ha az a,,4a,,...,a, elemek k6zott egyenlék is vannak, akkor ezen elemek egy
lehetséges sorrendjét az a,,Q,, ..., a, elemek egy ismétléses permutdcidjdnak nevezziik.

1.0.5 Tétel Ha az a;,a,,...,a, elemek kdzétt r kiildnbdzéféle van, és ezek szama rendre kq, ks, ..., k,,

valamint PE, ! ) jeloliaz a,,4a,,...,a, elemek Gsszes ismétléses permutacidinak szamat, akkor
(Kpyorsk,) n!
plhusk) — !
n
ki !-ky!-..-k./!

1.0.8 Definicié Egymastél paronként kiilonbozé a,,a,, ..., a, elemekbél képezhetd olyan k-elemi
sorozatokat, amelyekben az a,, a,, ..., a, elemek mindegyike legfeljebb egyszer fordul eld, az

1.0.9 Tétel Ha Vﬁ jeloli adott, paronként kilonb6z6 n elembél képezhetd 6sszes k-adosztalyu
ismétlés nélkdili variaciok szamat, akkor

1.0.12 Definicié Egymastol paronként kiilonb6z6 a,,a,, ..., a, elemekbdl képezhetd olyan k-elem(i
sorozatokat, amelyekben az a,,4a,, ..., a, elemek mindegyike tobbszor is el6fordulhat, az

......

1.0.13 Tétel Ha Vﬁ’i jeloli adott, paronként kiillonb6zé n elembél képezhetd 6sszes k-adosztalyl
ismétléses variacidok szamat, akkor

ki k
Vi'=n".

n



1.0.15 Definicié Egymastol paronként kiilonb6z6 a;, a,, ..., d, elemekbdl képezhetd k-elemd
halmazokat az a,,4a,, ..., a, elemek egy k-adosztdlyu ismétlés nélkiili kombindcidjdnak nevezzik.

1.0.16 Tétel Ha C',; jeloli adott, paronként kiilonb6z6 n elembél képezhetd 6sszes k-adosztalyu
ismétlés nélkili kombinaciok szamat, akkor

n!

Ck: =
kl(n—-k)!

n

k

1.0.19 Definicié Egymastél paronként kiilonbozé a,,a,, ..., a, elemekbél képezheté k-elem
rendszereket (azaz k szamu elem olyan 6sszességét, amelyek kozott egyenlék is lehetnek) az
a;,a,,...,a, elemek egy k-adosztdlyu ismétléses kombindcidjdnak nevezzik.

1.0.20 Tétel Ha Cﬁ’i jeloli adott, paronként kiilonb6zé n elem 6sszes k-adosztalyd ismétléses
kombinacidinak szamat, akkor

Ck,i:

n

n+k-1
—

1. hét — Eseménytér, eseményalgebra

2.1.1 Definicié Egy véletlen tomegjelenség el6idézését vagy megfigyelését kisérletnek nevezzik.

2.1.2 Definicié Egy kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezziik.

2.1.3 Definicié Egy kisérlettel kapcsolatos elemi események halmazat eseménytérnek nevezzik. Az
eseményteret Q-val jel6ljuk.

2.1.4 Definicié Egy kisérlettel kapcsolatos £2 eseménytér részhalmazait a kisérlettel kapcsolatos
eseményeknek nevezziik. Egy eseményrél akkor mondjuk, hogy bekévetkezik, ha az eseményt alkotd
elemi események valamelyike bekévetkezik.

2.2.1 Definicié Egy Q eseménytér elemeibdl allo A és B események A+ B dsszegén azt az eseményt
értjuk, amely akkor és csak akkor kdvetkezik be, ha az A és B események koziil legalabb az egyik
bekovetkezik (azaz A+ B=A U B).



2.2.2 Definicié Egy Q2 eseménytér elemeibdl all6 A és B események AB szorzatdn azt az eseményt
értjuk, amely akkor és csak akkor kdvetkezik be, ha az A és B események mindegyike bekoévetkezik
(azaz AB=An B).

2.2.3 Definicié Ha az A és B eseményekre AB=@ teljeslil (azaz egyszerre nem kdvetkezhetnek be),
akkor azt mondjuk, hogy A és B egymadst kizdro események.

2.2.4 Definicié Egy Q2 eseménytér elemeibdl all6 A és B események A — B kiilonbségén azt az
eseményt értjlik, amely akkor és csak akkor kévetkezik be, ha az A esemény bekovetkezik, de a B
esemény nem (azaz A—B=A | B).

2.2.5 Definicié Egy Q eseménytér eseményeibdl 4ll6 A halmaz esetén az A=Q | A eseményt az A
esemény ellentett eseményének nevezziik, azaz A az az esemény, amely akkor és csak akkor
kovetkezik be, ha az A esemény nem kovetkezik be.

2.2.6 Definicié Legyen Q egy kisérlettel kapcsolatos eseménytér. Az 2 részhalmazainak valamely
E (Q) Osszességét eseményalgebrdnak (vagy Q feletti o-algebranak) nevezziik, ha teljestilnek ra az
alabbi feltételek:

(1) A biztos esemény eleme E(Q)-nak (azaz Q€ E(Q)).

(2) E ( Q )—hoz tartozo tetszéleges A esemény esetén annak A ellentett eseménye is E ( Q )—hoz
tartozik.

(3) Az E(Q) tetsz6leges véges vagy végtelen sok A; eseményei esetén azok Z, A Osszege is
eleme E(S))—nak.

1. hét — Valészin(iségi algebra, klasszikus valdszin(iség

2.3.1 Definicié Legyen E(Q) egy kisérlettel kapcsolatos £2 eseménytéren értelmezett olyan
eseményalgebra, amelyhez tartozé minden egyes A eseményhez hozza van rendelve egy P(A )-val
jelolt valés szam agy, hogy az alabbiak teljesiilnek:

(1) Az E(Q)-hoz tartozé A események mindegyikére 0<P( A)<1 teljesiil.

(2) P(Q)=1.
(3) Ha A; egymast paronként kizaré E(Q)—beli események véges vagy végtelen sorozata,
akkor

P(Zi: A, :Z P(A,)

Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az E(Q) eseményalgebra valdszintiségi algebrat (masképpen:
valészintiségi mezét) alkot a P fuggvényre nézve. A P fliggvényt valdszintiségnek, a P ( A) szamot az
A esemény valdszintiségének nevezzik.




2.3.2 Tétel Egy E ( Q) valoszinliségi algebra tetszdleges A és B eseményeire igazak az alabbiak:
P(A)=1-P(A);
P(@)ZO, azaz a lehetetlen esemény valészintisége 0;
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB).

2.4.1 Definicié Legyen Q véges sok elemi eseményt tartalmazd eseménytér és legyen E(.Q) az Q
Osszes lehetséges részhalmazainak halmazalgebraja. Azt mondjuk, hogy E(Q) klasszikus
valdszintiségi algebra a P valdszinliségre nézve, ha az Q eseményteret alkotd elemi események
valdszinlisége egymassal egyenld.

2.4.2 Tétel Klasszikus valdszinliségi algebra barmely A eseményének valdszinliségére

teljesil, ahol k jeldli az A eseményt alkoto elemi események szamat (masképpen: a kedvezd esetek
szamat), n pedig egyenld az 6sszes lehetséges elemi események (az dsszes lehetséges esetek)
szamaval.

1. hét — Geometriai valoszinliség

2.5.1 Tétel Legyen egy kisérlettel kapcsolatos £ eseménytér olyan sikbeli (vagy térbeli) ponthalmaz,
amelynek van terUlete (illetve térfogata). Legyen E(Q) olyan Q feletti eseményalgebra, amelyhez
tartozé barmely H részhalmaznak van u(H) mértéke (terlilete vagy térfogata). Ha H € E(Q)
esetén

akkor E () valészintségi algebra P-re nézve.

2.5.2 Definicié Az el6z6 tételben szereplé P fliggvényt geometriai valdszintiségnek nevezziik, az
E(Q) valdszinliségi algebrarol pedig azt mondjuk, hogy geometriai valdszintiségi algebra (vagy:
geometriai valészintiségi mezd).

2. hét — Feltételes valoszinliség, fliggetlenség

2.6.1 Definicié Egy valoszinlségi algebranak legyen A tetszéleges, B pedig pozitiv valészinliségl
eseménye. A



P(AB)

P(A|B)= P(B)

hanyadost az A esemény B eseményre vonatkozé feltételes valdszintiségének nevezziik.

2.6.2 Tétel Ha B egy E(Q) valoszinlségi algebra tetszéleges pozitiv valdszinliségli eseménye, akkor
E(Q) valészin(iségi algebrat alkot az A+ P(A | B) fuggvényre (mint a B eseményre vonatkozo
feltételes valoszintiségre) nézve.

2.6.3Tétel Ha A, A,,..., A, egy valoszinliségi algebra olyan eseményei, hogy az
ALAA)AAA,, . A A, -+ A események pozitiv valdszin(iségliek, akkor

P(A1A2-~-An)=P(A1)'P(A2|Al)'P(A3|A1A2)---P(AH|A1A2---AH_1)

2.6.5 Tétel Egy valdszinlségi algebra pozitiv valészinlségl A és B eseményeire az alabbi harom
feltétel egymassal ekvivalens:

P(A|B)=P(A):

’

P(BIA)=P(B);

’

P(AB)=P(A)-P(B).

2.6.6 Definicié Egy valoszin(iségi algebra A és B eseményeit egymastol fliggetlennek nevezziik, ha
P(AB)=P(A)-P(B).

2.6.7 Definicié Egy valoszinlségi algebra tetszéleges szamu eseményérdl azt mondijuk, hogy
pdronként fliggetlenek, ha kozlllik barmelyik ketté egymastél fliggetlen.

2.6.8 Definicié Egy valoszinlségi algebra tetszéleges szamui eseményérdl azt mondjuk, hogy teljesen
fliggetlenek, ha barhogy is valasztunk ki kozilik véges sokat, azok szorzatanak valdszinlisége
egyenld a tényezdk valoszinliségének szorzataval.

2. hét — Teljes valészin(iség tétele, Bayes-tétel

2.7.1 Definicié Egy 2 eseménytér bizonyos eseményeinek dsszességérdl azt mondjuk, hogy teljes
eseményrendszert alkotnak, ha paronként kizarjak egymast és 6sszegiik az 2 eseménytér.

2.7.2 Tétel (Teljes valésziniiség tétele) Ha egy valoszin(iségi algebraban a By, B,, ..., B, események
teljes eseményrendszert alkotnak és mindegyiknek pozitiv a valészintlisége, akkor a val6szinUiségi
algebrahoz tartozo tetszéleges A esemény valoszinlisége



2.7.4 Tétel (Bayes-tétel) Ha egy valdszin(iségi algebraban a By, B,, ..., B, események teljes
eseményrendszert alkotnak és mindegyiknek pozitiv a valészin(isége, akkor a valoszinlségi
algebrahoz tartozo tetszéleges, de pozitiv valoszinliségli A eseményre

P(Bi)'P(AlBi)

P(B,|A)=—
ZP(Bk)'P(AIBk)

3. hét — Valészinlségi valtozo

2.8.1 Definicié A valds értéki € fliggvényt valdszintiségi valtozonak nevezziik, ha értelmezési
tartomanya egy kisérlettel kapcsolatos eseménytér, és minden x valés szamra értelmezve van a
P(&<x) valészinliség.

3. hét — Eloszlasfiiggvény, stirliségfliggvény

2.9.1 Definicié Az FE( X)ZP ( §<X) egyenléséggel definialt egyvaltozés valés fliggvényt a €
valdszinlségi valtozo eloszldsfliggvényének nevezziik.

2.9.3 Tétel Tetszbleges € valdszinliségi valtozo Fé(X) eloszlasfliggvényére érvényesek az alabbiak:
(1) lim Fe(x)=0 g lim F¢(x)=1

(2) FE(X) monoton né (és ezért minden pontban Iétezik a jobb oldali hatarértéke) és minden
pontban balrél folytonos.

(3) Tetszbleges a<b valos szam esetén P(a<é<b)=F (b)-F(a).
P(E=x,)= lim F(x)-F((x)

X - X,+0

(4) Tetszbleges X, valds szam esetén . Specialisan, ha F¢

folytonos az X, pontban, akkor P(E:XO)ZO-

2.9.4 Definicié Egy & valdszinliségi valtozot diszkrét valdszinliségi valtozénak (vagy diszkrét
eloszldstinak) neveziink, ha értékkészlete egy véges [X,...,X,] sorozat, vagy egy olyan végtelen
[x,,X,,...] sorozat, amelynek egyetlen pontja sem torlédasi pontja ennek a sorozatnak.

2.9.5 Definicio Egy & valdszintiségi valtozot folytonos valdszintiségi valtozénak (vagy folytonos
eloszldstinak) neveziink, ha megadhaté egy olyan egyvaltozés valos f ¢ fliggvény, amely mindeniitt



nemnegativ, barmely véges intervallumon legfeljebb véges sok pontot kivéve folytonos, és amelyre a
€ F¢ eloszlasfliggvénye minden x valos szam esetén az alabbi modon all elé:

Azf ¢ figgvényt a § valdszinlségi valtozo srtiségfliggvényének nevezziik.

2.9.6 Tétel Folytonos valdsziniiségi valtozo eloszlasfliiggvénye minden pontban folytonos. Ha F,
illetve f; egy folytonos € valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye, illetve sir(iségfiiggvénye, akkor az
alabbiak teljestlnek:

f fe(x)dx=1.
(2) Ha Xy-ban F ¢ differencialhaté, akkor FE'(XO)ZfE(XO).

(3) Tetsz6leges a<b valds szamok esetén P(a< E<b)=.f fe(x)dx

3. hét — Varhato érték és szoras

2.10.1 Definicié Legyenek a & diszkrét valdszin(iségi valtozo lehetséges értékei az [x1,X5,...] véges
vagy végtelen sorozat elemei. Az
Z x,'P(&=x,)

Osszeget a & valdszinliségi valtozo vdrhato értékének nevezziik, feltéve, hogy a képletben szerepld
sor abszolut konvergens. Ellenkezd esetben a € varhato értékét nem értelmezziik.

2.10.3 Definicié Legyen & folytonos val6szinliségi valtozo f ¢ srliségfiiggvénnyel. Az
M(&)= [ x-fe(x)dx

integralt a § valdszin(iségi valtozo vdrhato értékének nevezziik, feltéve, hogy ez az integral |étezik. Ha
nem létezik, akkor a € varhato értékét nem értelmezziik.

2.10.5 Tétel Ha egy diszkrét vagy folytonos € valoszintiségi valtozé négyzetének van varhaté értéke,
akkor ez a varhato érték a € eloszlasabol a kévetkezc’jképpen széml’thaté ki:

(a) Ha E diszkrét és értékkészlete { Xy, X,,...}, akkor M Z X P 5 Xi),
(b) Ha € folytonos és s(riiségfiiggvénye f ¢, akkor M f X fE

2.10.6 Tétel Ha a € valoszinGiségi valtozé varhatoé értéke létezik, akkor a tetszéleges valds a és b
konstansokkal képezett a+b valdszin(iségi valtozd varhato értéke is létezik, és

M(a&+b)=a-M(&)+b



2.10.7 Definicié A € és 1 valoszinlségi valtozé kovariancidjan értjik és ¢ ( &,n )-val jeloljik a
c(&n)=M[(£-M(&))-(n-M(n))]

varhato értéket, feltéve, hogy létezik.

2.10.8 Definicié A & valdszinlségi valtozo szérdsdnak nevezziik a

D(&)=VM([&-M(&))

értéket, feltéve, hogy a gyokjel alatti varhato érték létezik. Ha ez nem létezik, akkor a € szorasat nem
értelmezziik.

2.10.9 Tétel Ha a € valoszinliségi valtozé szérasa létezik, akkor

D*(§)=M(&)-M*(¢)

2.10.12 Tétel Ha a € valoszinlségi valtozé szorasa létezik, akkor a tetszéleges valos a és b
konstansokkal képezett a+b valdszintiségi valtozo szorasa is létezik, és

D(a&+b)=lal-D(&)

2.10.13 Definicié A€ és n valoszin(iségi valtozo korreldcids egylitthatdjan (réviden: korrelaciojan)
értjiik és r (&,n)-val jelsljik az

_ cl&n)
"= 5 D~ Dle) D)

szamot, feltéve, hogy létezik.

4. hét — Diszkrét valdszintiségi valtozok (binomialis, hipergeometriai, Poisson)

2.11.1 Definicié Egy € valoszinlségi valtozot binomidlis eloszldstinak neveziink, ha értékkészlete

valamely {0,1,2,...,n} (n>1) szamhalmaz, eloszlasa pedig
P(EZk)Z(%)pk(l—p)"k (k=0.1,..n).

ahol p a 0< p<1 feltételnek eleget tevé valds konstans, amelyet a binomialis eloszlas
paraméterének neveziink.

2.11.2 Tétel Hafegy {0,1,...,n} értékkészletl és p paraméteri binomialis eloszlast valdszintségi
valtozo, akkor

M(&)=np,  D*(&)=np(1-p)



2.11.4 Definicié Egy € valdszinlségi valtozoét hipergeometriai eloszldstinak neveziink, ha

értékkészlete a{0,1,2,...,n} (nZ 1) szamhalmaz, eloszlasa pedig
ey
k n-k
P(é=k)= k=0,1,...,n),
(&=k) N ( )
n
ahol N és M olyan pozitiv egész szamok, amelyekre n< M és n< N — M teljeslilnek. A p=ﬁ
jeloléssel ugyanez:
HE=
k n-k
P(é=k)= k=0,1,...,n
(&=k) N ( )
n

2.11.5 Tétel HaEegyolyan {0,1,...,n} értékkészlet(i hipergeometriai eloszlasu valdsziniiségi
valtozd, melynek paraméterei N és p, akkor

N-n

N-1

M(&)=np,  D*(&)=np(1-p):

2.11.7 Definicié Egy & valdszinliségi valtozot Poisson-eloszldstinak neveziink, ha értékkészlete a
nemnegativ egész szamok halmaza, eloszlasa pedig

k
P(é:k):%eA (k=0,1,2,...),

ahol \ egy pozitiv konstans, amelyet a Poisson-eloszlas paraméterének neveziink.

2.11.8 Tétel Ha € egy A paraméter(i Poisson-eloszlasu valoszinlségi valtozé, akkor

M(&)=2,  D'(§)=4

2.11.10 Tétel Legyenek n és k olyan rogzitett egész szamok, melyekre teljestil a 0< k <n feltétel.
Tovabba legyen p olyan racionalis szam, melyre 0< p<1 teljesil. Fussa be N az dsszes olyan pozitiv
egész szam halmazat, amelyekkel Np is egész. Akkor

(&) N(1-p)

. k n—k n k n-k

1 =[] p*(1-

lim N (k p'(1-p)
n

2.11.11 Tétel Legyen k rogzitett nemnegativ egész szam, és legyen np=A allandd. Ekkor



5. hét — Folytonos valészin(iségi valtozék (egyenletes, normalis, x?, Student,
exponencialis)

2.12.1 Definicié Egy € folytonos val6szinliségi valtozét az (a s b) intervallumon egyenletes eloszldsu
valoszinlségi valtozonak neveziink, ha s(r(iségfliggvénye

1
felx)= =g X€la.b)
0, kiilonben

2.12.2 Tétel Ha € egyenletes eloszlasu valdszinlségi valtozo az (a ,b) intervallumon, akkor

):a+b :b—a

M(& — D(¢&) 12

2.12.4 Definicié Egy € folytonos valészin(iségi valtozot (m s G) paraméterl normdlis eloszldstinak
nevezlink, ha sirlségfliiggvénye

_(Xfm)2
1 20°

e
ov2n

ff(x):

ahol 6>0. Az ilyen eloszlast N (m, o )-val jeléljiik. Az N (0,1) eloszlasu valdszintségi valtozot
standard normdlis eloszldsunak nevezziik; ennek ¢(x)-szel jelolt slir(iségfiiggvénye:

2

e

N>

1
(P(X)—m

2.12.5 Tétel Ha a § val6szin(ségi valtozd N(m,a) eloszlasu, akkor
M(&)=m,  D(§)=0
Ha F¢ jeloli egy N(m , 0) eloszlasu € valoszinliségi valtozé eloszlasfliggvényét, O(x) pedig a standard
normalis eloszlast valoszinlségi valtozé eloszlasfliggvényét, akkor
X—m

| D(-x)=1-D(x), ha x>0

F(x)=o

2.12.6 Definicié Egy 1 valdszin(iségi valtozét n szabadsagfoku y>*-eloszldstinak nevezziik, ha
megadhatok olyan standard normalis eloszlasu, egymastél fliggetlen &, ..., €, valdszintiségi valtozok,

hogy
2

N=E+&t g,



2.12.7 Definicié Egy T valdszinlségi valtozot n szabadsagfokl Student-eloszldstinak (vagy t-
eloszldstinak) neveziink, ha megadhatok olyan standard normalis eloszlast, egymastol figgetlen
0,615, &, valoszintiségi valtozok, hogy

\/E"fo
wfi+...+5i

2.12.8 Definicié6 A &;,<,, ..., &, valoszintiségi valtozokbol képezett E=[&,,&,, ..., &, ] n-elem(
sorozatot n-dimenzids valdszintiségi vdltozonak nevezziik.

2.12.9 Definicié A &;,&,,..., ¢, valdszintségi valtozokkal képezett
F(X,,Xy,0, X, )=P(&,<x,,&<Xy,..., &, <X,)

n-valtozés valds fiiggvényt a &, , ..., &, valészinlségi valtozok egyiittes eloszldsfiiggvényének
nevezzik.

2.12.10 Definicié A &;,&,, ..., &, valoszintiségi valtozokat egymastdl fliggetleneknek nevezziik, ha
egylttes eloszlasfliggvénylik az egyenkénti eloszlasfliggvények szorzata, azaz

P(€1<X13"'3En<xn):P(El<xl).P(€2<X2)“'P(En<xn)

teljesiil tetsz6leges X, X;,..., X, valds szamokra.

2.12.11 Tétel (Centralis hatareloszlas-tétel) Legyenek ¢;,¢,,...,€, egymastol fiiggetlen, azonos
eloszlasu, kozos m varhato értékkel és kdzos o szorassal rendelkezé valoszinliségi valtozok. Akkor

1§ -
<x|=p e T

€1+€2+”'+En_nm

ovn

lim P

n — oo

2.12.12 Definicié Egy € folytonos valoszinlségi valtozot A paraméteri exponencidlis eloszldstinak
neveziink, ha surlségfliggvénye

0,ha x<0
X)= ¢
felx) I;\e‘”‘,ha 0<x

ahol A>0.

2.12.13 Tétel Ha € egy A paraméter( exponencidlis eloszlasu valdszinliségi valtozo, akkor



2.12.16 Definicié Egy & folytonos valoszinliségi valtozot (7\ , O() paraméter(i Weibull-eloszldsunak
neveziink, ha eloszlasfliggvénye

0,ha x<0

F.x)= .
E<) 1-e ™  ha 0<x

ahol A>0 és a>0.

2.12.17 Tétel Ha E egy ()\, 0{) paraméter(i Weibull-eloszlasu valészinlségi valtozé, akkor

M(e)=[2fr[Leal,
DZ(E):(%F(F §+1 —r? §+1




